Dokaz 121
DokaZidaje 12+ \/E iracionalan broj znajudi da je \/E iracionalan broj.

Teorija
Skup prirodnih brojeva oznac¢avamo slovom N, a zapisujemo
N={1,23,4,5 ..,n-1nn+l, ..}.

Broj oblika %, ae Z,be N zove se racionalan broj.

Iracionalni brojevi su oni brojevi koje ne mozemo zapisati u obliku razlomaka.

>

Ako stavimo da je

n=12+2,
n=12+.2 = 124+(2=n = J2=n-12.

Kada bi n bio racionalan broj, tada bi iz
J2=n-12

slijedi

slijedilo da je \/E racionalan broj. To je u suprotnosti s pretpostavkom da je \/E iracionalan broj.

Dakle, broj 12+ \/—2 je iracionalan. m




Dokaz 122

r1+r2

Dokai da je aritmeticka sredina racionalnih brojeva r; i r; opet racionalan broj koji se

nalazi izmedu tih brojeva.
Teorija
Skup prirodnih brojeva oznac¢avamo slovom N, a zapisujemo
N={1,234,5 ..,n-1nn+l ..}
Cijeli brojevi jesu brojevi:
vy =5, —4,-3,-2,-1,0,1,2,3, 4,5, ...
Oni ¢ine skup cijelih brojeva koji ozna¢avamo slovom Z, a zapisujemo kao

z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3, ..} z={0,1,-1,2,-2,3,-3,..}.

Skup racionalnih brojeva
2.a,bez, b0y
b

Broj oblika %, ae Z,be N zove se racionalan broj.

ili

Q

Zbrajanje razlomaka:

a ¢ a-d+b-c
—re—ee—e—
b d b-d
Svaki cijeli broj je racionalan broj:
n n
n=— , —=n.
1 1
Dvojni razlomak:
“
b_ad
¢ b-c .
d

Uredaj na Q
a c . a ¢ .
Nekasu;,;eQ,b,d>0. Kaiemodaje;<gak0Jea-d<b-c.

Dijeljenje nejednakosti pozitivnim brojem:

b
a<b , c>0 = ES—.
e @
a . c
Neka su r1=—1r2=—,a,ceZ,b,deN.
b d
Nadimo njihov poluzbroj:
+c a-d+b-c a-d+b-c
n+r ) n+r T n g n+r T L a
1" 2 _ d:>1 2___ bd :>1 2__ bd N
2 2 2 2 2 g
1
ot .d+b- Lt
:>1 2_¢ ¢ 1 ZEQ.
2 2:b-d 2




To je ocito opet racionalan broj. Dakle, aritmeticka sredina racionalnih brojeva je racionalan broj.
. . v .. a _c
Pretpostavimo da je r, < 75 Sto povlaci ; S; = a-d<b-c

Dokazat ¢emo dvije nejednakosti:

rn < 1 <r
1 2 2 2
Uvjerimo se u njihovu istinitost
+ . .
n < 17 ] 4 . Ty _ < ESM prema definiciji
2 b d b 2-b-d L
= . U Tales = | usporedivanja
ntr " aF a ’
1 2, 1 2_2¢ ¢ —<— racionalnih brojeva
7 2 2 2-b-d 2-b-d d
b-

a-2-b-d<b-(a-d+b-c) a-2-b-d<b-(a-d+b-c)/:b
= =
d-(a-d+b-c)<c-2-b-d d-(a-d+b-c)<c-2-b-d/:d
2-a-d<a-d+b-c 2-a-d—a-d<b-c a-d<b-c
= = = .
a-d+b-c<2-b-c a-d<2-b-c—b-c a-d<b-c

Zadnje nejednakosti su istinite prema pretpostavci pa su istinite i pocetne, tj.

ntr
rS—l 2
1 ) rl+r2
:>rls Sr2.l
n+r 2
1 2Sr
9 2




Dokaz 123
DokaZi ako je N>y » Ha1h€ 0, da je tada n+r>n+rza svaki re Q.

Teorija
Skup prirodnih brojeva oznac¢avamo slovom N, a zapisujemo
N={1,2,34,5 ..,n-1nn+l,..}.
Cijeli brojevi jesu brojevi:
vy =5, -4,-3,-2,-1,0,1, 2,3, 4,5, ...
Oni ¢ine skup cijelih brojeva koji oznac¢avamo slovom Z, a zapisujemo kao
z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3, ..} ili z={0,1,-1,2,-2,3,-3,..}.

Skup racionalnih brojeva

Qz{%:a,beZ,biO}.

Broj oblika %, ae Z,be N zove se racionalan broj.

Zbrajanje razlomaka:
a ¢ a-d+b-c
—hee e
b d b-d
Uredaj na Q

Neka su %, Se 0, b, d > 0. Kazemo da je %<§ ako jea-d <b-c.

Dijeljenje nejednakosti pozitivnim brojem:

b
alb , c>0 = ES—.
c c
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c):a-b+a~c s a~b+a-c:a-(b+c).

>

Neka su r1=%, Iy = ,r=£ , a,¢c,xeZ , b, d, ye N.

<
d y
. . “ . a_c
Pretpostavimo da je 1 > 1, §to povlaci ;>E = a-d>b-c.
Ako je n>ry, tj. a-d > b-c, dokazimo da vrijedi
r1+r>r2+r.
Uvjerimo se u njezinu istinitost.
a x ¢ x a-y+b-x c-y+d-x
RAr>n+r = —+—>—+— = >
by d vy b-y d-y
= d-y-(a-y+b-x)>b-y-(c-y+d-x) = d-y-(a-y+b-x)>b-y-(c-y+d-x) /iy =

= d-(a-y+b-x)>b-(c-y+d-x) = d-a-y+d-b-x>b-c-y+b-d-x =
= a-d-y+b-d-x>b-c-y+b-d-x = a-d-y+b-d-x>b-c-y+b-d-x =
= ad-y>b-cy =>ad-y>b-c-yl/l:y = a-d>b-c.
Zadnja nejednakost je istinita prema pretpostavci pa je istinita i pocetna, tj.







Dokaz 124
DokaZi ako je N>ry » Halh€ 0, da je tada nr>ry-rza svaki r >0, re Q.
Teorija
Skup prirodnih brojeva oznac¢avamo slovom N, a zapisujemo
N={1,23,4,5 ..,n-1nn+l,..}.
Cijeli brojevi jesu brojevi:
vy =5, -4,-3,-2,-1,0,1, 2,3, 4,5, ...
Oni ¢ine skup cijelih brojeva koji oznac¢avamo slovom Z, a zapisujemo kao
z={..-3,-2,-10,1,2,3, ..} ili z={0,1,-1,2,-2,3,-3,..}.

Skup racionalnih brojeva

Q={%:a,bez,b¢0}.

Broj oblika %, ae Z,be N zove se racionalan broj.

MnoZenje razlomaka:
a-c

£
d b-d

S|

Uredaj na Q

Neka su ﬂ, £e 0, b, d >0. Kazemo da je %<§ ako jea-d<b-c.

>

a X
Neka su r1=;, Iy = r=—,a,ce”Z, ,b,d, x, yeN.

c

d’ y
. . . .. a_ ¢

Pretpostavimo da je n >1, Sto povlaci ; > E = a-d>b-c.

Ako je n>r, tj. a-d > b- ¢, dokazimo da vrijedi
Hr>ryT.

Uvjerimo se u njezinu istinitost.
a x ¢ x a-x c-x
HT>Tyr = ——=>—— = ——>—— = ax-d-y>b-ycx =
by dy by dy
= a-x-d-y>b-y-c-x/:(x-y) = a-d>b-c.
Zadnja nejednakost je istinita prema pretpostavci pa je istinita i pocetna, tj.
nr>rn-r.m




Dokaz 125

DokaZi ako su a i b nenegativni realni brojevi, tada vrijedi \/; - \/Z =4 a-b.

Teorija

Drugi korijen

Drugi korijen pozitivnog broja a je pozitivni broj koji pomnoZen sam sa sobom daje broj a. Vrijedi:

2
(Ja) =a
Svojstvo potencije:
1 1
a =da a=a .
MnoZenje potencija jednakih baza:
n m n+m n+m n m
a -a =a , a =a -a

>

Kvadrirajmo umnoZzak \/; . \/Z .
2

(Vao) =(fao)(Jao) = (Ja-2) =(fa) -(7) =
o (JaB) =ab = (Jays) =ab/V = Ja-b=yab.

Broj \/; . \/Z pomnoZen sam sa sobom daje broj a - b pa je prema definiciji drugog korijena,
\/; - \/Z upravo drugi korijen iz a - b, tj.

=




Dokaz 126

a
DokaZi ako su a i b pozitivni realni brojevi, tada vrijedi % = \/g .
b
Teorija
Drugi korijen
Drugi korijen pozitivnog broja a je pozitivni broj koji pomnoZen sam sa sobom daje broj a. Vrijedi:

Svojstvo potencije:

a =a , a=a
MnozZenje potencija jednakih baza:
n m n+m n+m n m
a -a =a , a =a -a
MnozZenje razlomaka:
a ¢ @l
b d b-d

>
Ja
-5 8- (-] - (6] 5 - -8

) e o T (e We ) e TV
Ja

Broj ﬁ pomnoZen sam sa sobom daje broj % pa je prema definiciji drugog korijena, korijen broja

Kvadrirajmo koli¢nik

% upravo jednak

o
o




Dokaz 127
DokaZi da je umnoZak iracionalnog i racionalnog broja razlicitog od nule iracionalan broj.

Teorija
Broj oblika %, ae Z,be N zove se racionalan broj.

Iracionalni brojevi su oni brojevi koje ne mozemo zapisati u obliku razlomaka.

>

Neka je a iracionalan broj, a b racionalan broj, b # 0. Njihov umnozak ozna¢imo sa X.
x=a-b.
Pretpostavimo da je x racionalan broj. 1z jednadZbe dobijemo:

x=ab => ab=x = ab=x/b = a=§.

Kolicnik racionalnih brojeva x i b je racionalan broj pa slijedi da je a racionalan §to je u suprotnosti s
pretpostavkom da je a iracionalan. Dakle, umnozak iracionalnog i racionalnog broja razlic¢itog od nule
je iracionalan broj. m




Dokaz 128
DokaZi ako je tocka P poloviste duZine E, tada vrijedi:

1. | AP|=| PB|

2. | AP|+| PB|=| AB|.
Teorija

Poloviste duZzine je tocka duZzine jednako udaljena od krajnjih tocaka te duZine.
Poloviste duzine

Koordinate polovista P duZine AB, A (xl, Y ), B (xz, y2) su

T AR T AR
P(l 2’ 1 2}

2 2
Udaljenost dviju tocaka u ravnini

Neka su A(xl, yl) iB (xz, y2) dvije tocke ravnine. Tada je udaljenost tocaka A i B dana s

2 2
|AB|=\/(X2 ‘x1) +(y2‘y1) :
Svaki cijeli broj je racionalan broj:
n n
n=— , —=n
1
Oduzimanje razlomaka:
a ¢ _ad-b-c
b d  bd
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c s a-b+a~c=a~(b+c).

Korjenovanje:

MnozZenje drugih korijena:

Jab=yab . Jab=fab . abz0

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

Q
=

,nz0 , n#l.

S
S
S| Q

>

1.

xl+)c2 yl+y2

Neka su dane tocke A(xl, Y ), B (xz, y2) i poloviste P[ 2

j duZine AB.
Dokazimo da vrijedi | AP |=| PB|.

10




A(x. )= A5 v)

X, + X Yty
_ 1 2 1 2
P(xz’yz)‘l{ 5 ]

Xi+X5 yt+Yy
P(xl’y1)=P( 12 2, = 2]

2
B(xy. v,)=B(xy. v,)

= =
) : Nty :
| PB|=\|| %, - 5 u B
Mt 8 ’ Nty A ’
LA | e B s
= =
\/(’Cz x1+x2j2 [3’2 y1+3’2]2
|PB|=,|| =~ i A
1 2 1 2
2 2
|AP|= X txy =20y . Y tYy=2-y
2 2
| pB| = 25—+ ) . 23, -(3+2,)
2 2
=

11




Xy —X > _y )V XA — X 2 RN
|AP|= ( 2 lj J{yz y1j | PB|= ( 2 1] +[y2 y1] .
2 2 2 )

Izracunajmo |AP|+| PB|.
o o2 [ 2
| AP |+| PB|= (2 1] +£y2 yl] = [2 1] +(y2 ylj =
2 2 2 2
ey 2 3 2
= | AP|+| PB|=2- (2 IJ {yz le -
2 2
ey 2 3 2
= |AP|+| PB|=\[4- (2 IJ {MJ -
2 2
IRy Y
— | AP|+| PB|= 4[[ 2 1] +(y2 yl]]:
2 2

2 2
= |AP|+|PB|= |4 (x2_x1) +(y2‘y1) -
4 4
2 2
= | ap|+| 5| J4 (xz;xl) +4.(yz-4y1>
2 2
= | AP|+| PB|= \/ (x2_4x1) +4‘(y2_4y1)
2 2 po def1n101J1
= | AP |+| PB =\/ = + _ - -
oben| =l s o0l = || s

= | AP|+|PB|=| AB|. m

12




Dokaz 129

DokaZi da je afina funkcija f(x) = a - x + b, s pozitivnim koeficijentom smjera a, rastuéa funkcija.
Teorija

Funkcija f : R > R dana pravilom f(x) =a-x+b, a, be R, a #0 naziva se afina funkcija.

Rastuca funkcija
Nekaje f : D — K funkcija za koju za svaka dva broja X, Xy €D vrijedi

X <Xy = f(xl) < f(xz).
Tada kaZzemo da funkcija f raste ili da je f rastuc¢a funkcija.

MnoZenje nejednakosti pozitivnim brojem:
a<b , c>0 = a-c<b-c.

Svojstvo nejednakosti:
a<b ,ceR = a+c<b+c.

>

Iz x; < x; slijedi:
X <Xy = [a>0] = X <x /[ a = a-x<axy, = ax<ax /+b =

= a-x1+b<a-x2+b = [f(x)=a-x+b:| = f(x1)<f(x2).
Dakle, f je rastuca. m

13




Dokaz 130

DokaZi da je afina funkcija f(x) = a - x + b, s negativnim koeficijentom smjera a, padajuca funkcija.
Teorija

Funkcija f : R > R dana pravilom f(x) =a-x+b, a, be R, a #0 naziva se afina funkcija.

Padajuca funkcija
Nekaje f : D — K funkcija za koju za svaka dva broja X, Xy €D vrijedi

X <Xy = f(x1)>f(x2).
Tada kaZzemo da funkcija f pada ili da je f padajuca funkcija.

MnoZenje nejednakosti negativnim brojem:
a<b , c<0 = a-c>b-c.

Svojstvo nejednakosti:
a<b ,ceR = a+c<b+c.

>

Iz x; < x; slijedi:
X <Xy = [a<0] = X <x /-a = a-x >a-xXy = a-x>a X, /[+b =

= a-x1+b>a-x2+b = [f(x)=a-x+b:| = f(x1)>f(x2).
Dakle, f je padajuca. m

14




Dokaz 131

a b az+b2 a
DokaZi ako je —=—, onda jeﬁ =—.
b« b™ +c ¢

Teorija
Jednakost racionalnih brojeva

Dva racionalna broja % i 3 su jednaka ako je a-d =b-c.

Dijeljenje potencija jednakih eksponenata:

n n n n
aly 4 a __[e
(bj A (bj

Svaki cijeli broj je racionalan broj:

Zbrajanje razlomaka:

d b-d
MnoZenje razlomaka:

a ¢ . @l

b d b-d

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razlic¢itim od nule i
jedinice

222 ,nz0 , n#l,
b-n b
Dijeljenje potencija jednakih baza:
a " n—m
= =g
a
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c):a-b+a-c s a-b+a-c:a-(b+c).

>
1.inacica

b b
Zadani uvjet % 2 ivaliinm o s b2 =g-e, Tz % =2 dlijedi:

c c
a b a b - a 2 b 2 a2 b2 a2 b2
—_— = —=—/ = | — =| — = —=— = —=—/+1 =
b ¢ b ¢ b c b2 c2 b2 c2
02+1—b2+1:> a2+1_£+1: a2+b2_b +c
b2 02 b2 02 1 b2 02
a2+b2 b2+c b2 a +b b2 2
= 5—= 3 / = =—5 = b"=ac|=>
b c b +c b~ +c c
a +b2 a-c a2+b a-c az+b2 a
= = = = — 2 =—. N
b” +c c b” +c c b” +c €




2.inacica

Preoblikujemo jednakost %

[\

SR
o

16




Dokaz 132
DokaZi da od svih pravokutnika danog opsega O najvecéu povrsinu ima kvadrat.
Teorija
Aritmeticka sredina je veca od geometrijske sredine:
a ;_ b >./a-b.
Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni &etverokuti su éetverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Paralelogrami su cetverokuti kojima su po dvije nasuprotne stranice usporedne (paralelne).
Pravokutnik je paralelogram koji ima barem jedan pravi kut (pravi kut ima 90°).
Opseg pravokutnika duljina stranica a i b je zbroj duljina svih stranica pravokutnika

O=2-a+2-b.
Povrsina pravokutnika duljina stranica a i b izracunava se po formuli

P=a-b.

Kvadrat je cetverokut kojemu su sve stranice sukladne, a dijagonale medusobno sukladne i okomite.
Opseg kvadrata duljine stranice a izracunava se po formuli

0O=4-a.
Povrsina kvadrata duljine stranice a izracunava se po formuli
2
P=a".

Kvadriranje nejednakosti:

az2b>0 = a22b2.

Kvadriranje drugog korijena:
2

(«/a) =a , a=0.
Prosiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnoziti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-i

=—— ,nz0, n#l.
b-n

S| R
-~

>

Neka su a i b duljine stranica pravokutnika. Tada pravokutnik ima:
¥ opseg O=2-a+2-b

¥ poviiinu B = a-b.

Neka je a duljina stranice kvadrata. Tada kvadrat ima:
¥ opseg O=4-a

¥ povrSinu P2 =a 2

.. . . . Y . v .
Duljina stranice kvadrata istog opsega O je a = Z pa njegova povrsina iznosi:

2 _O2
P2—a SPZ—Z .

Za dokaz tvrdnje potrebna je nejednakost aritmeticke i geometrijske sredine.

a+b a+b a+b e 2 a+b 2
>Jfab = . > Ja-b 12 :( j >(a-b) :( : j >a-b =

2 2

17
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Dokaz 133

1 1
DokaZi ako jex >0,y >0ix +y=1, onda vrijedi(l+—]-(1+—j >29.
X y
Teorija
Kvadrat realnog broja je nenegativan broj:

aZZO , A€ R.

Kvadrat razlike:

(a—b)2=a2—2~a~b+b2 , a2—2~a-b+b2=(a—b)2.
MnoZenje potencija jednakih eksponenata:
an~bn=(a-b)n R (a-b)nzan~bn.

MnoZenje nejednakosti negativnim brojem:
az2b , c<0 = a-c<b-c.

Svojstvo potencije:
Dijeljenje potencija jednakih baza:

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c S a-b+a~c=a~(b+c).
MnoZenje nejednakosti pozitivnim brojem:
az2b , c>0 = a-c=2b-c.
Svojstvo nejednakosti:
azbiceR = a+c=2b+c.

Dijeljenje nejednakosti pozitivnim brojem:

a b
a2b , c>0 = —<—.

© ©
MnozZenje razlomaka:
a c_a-c a‘c_a ©
bd bd ' bd bd
Zbrajanje razlomaka jednakih nazivnika:
a b a+b atb a b
n n - n ’ n N n n

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n

— ,nz0, n#l.
b-n

p
>

Polazimo od istinite nejednakosti:
2
(2:x-1)"20 = 4x% 434120 > 4-x2—4-x+120/-(—1) =

o x4 xo1<0 = —4 x 244 x<] > dox—d.x2 <] = 4ox-(1-x) <1 =

19




uvjet
= = 4-x-y<1l = 124-x-y =2 124-x-y /-2 =
x+y=1= y=1-x

= 228 xy = 228 x-y/+xy = 2+x-y28-x-y+xy = 2+x-y29-x-y =

uvjet
= l+1+x-y29-x-y = = x+y+l+x-y29.-x-y =

x+y=1

metoda
= |: o :| = (x+1)+(x'y+y)29-x'y = (x+1)+y'(x+1)29'x‘y =
grupiranja

= (x+1)-(1+y)29'x-y = (x+1)'(y+1)29-x'y = (x+1)-(y+1)29'x-y/~L =

Xy
+1)-(y+1
J G ) ot oyl (£+1).[z+1j29 N (LlMLLng N
Xy X y X X y y X X y y

)

20




Dokaz 134
Tocka P poloviste je obiju duZina: duZine AB i duzine CD. DokaZi da je | AC | = | BD |

Teorija
Trokut je dio ravnine omeden s tri duzine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Sukladnost trokuta
Kazemo da su dva trokuta sukladna ako postoji pridruZivanje vrhova jednog vrhovima drugog tako da
su odgovarajuci kutovi jednaki, a odgovarajuce stranice jednakih duljina.
a=ao ,,B:/fl L Y=n » a=q ,b:b1 , c=0p.
Prvi poucak sukladnosti (S — S — S)
Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u sve tri stranice.
Drugi poucak sukladnosti (S — K — S)
Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u dvije stranice i kutu izmedu njih.
Tre¢i poucak sukladnosti (K — S — K)
Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u jednoj stranici i oba kuta na toj stranici.
Cetvrti poucak sukladnosti (S — S — K)
Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u dvije stranice i kutu nasuprot vecoj stranici.
Poloviste duZzine je tocka duZzine jednako udaljena od krajnjih tocaka te duZine.

Ako je tocka T poloviste duzine AB vrijedi:
|AP|=|PB].

Vr$ni kutovi

A Cc
Sa slika vidi se:
|AP|=|PB| ,|cP|=|PD| ., 2CPA=2DPB
Uocimo da su trokuti AACP i ABDP sukladni po S — K — S poucku o sukladnosti trokuta
(|AP|=|PB| . |cP|=|PD| ., £CPA=2DPB).

Prema tome je
|Ac|=|BD|. =
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Dokaz 135
DokaZi tvrdnju: a2+b2=1 s c2+d2=1 = |la-c—=b-d|<1.
Teorija

Kvadrat realnog broja je nenegativan broj:

Kvadrat zbroja:

(a+b)2=a2+2-a~b+b2 , a2+2~a-b+b2=(a+b)2.
Kvadrat razlike:
(a—b)2:a2—2-a-b+b2 , a2—2-a-b+b2:(a—b)2.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c):a-b+a-c s a-b+a-c:a-(b+c).

Dijeljenje nejednakosti pozitivnim brojem:

a
a>2b , c>0 = —>—.
c ¢

Dijeljenje nejednakosti negativnim brojem:

b
az2b , c<0 = ES—.
@ ©
Za realni broj x njegova je apsolutna vrijednost (modul) broj | X | koji odredujemo na ovaj nacin:
x,x=20
|x|=
—x, x<0.

Ako je broj x pozitivan ili nula, tada je on jednak svojoj apsolutnoj vrijednosti. Za svaki x, X > 0,
vrijedi | X | =X.
Ako je x negativan broj, njegova apsolutna vrijednost je suprotan broj — x koji je pozitivan. Za svaki x,
x <0, je |x|:—x.
Svojstvo apsolutne vrijednosti:
|x|£a ,a>0 = —a<x<a.
MnoZenje jednakosti:
a=b ,c=d = a-c=b-d.
MnoZenje zagrada:
(a+b)-(c+a’):a-c+a-d+b-c+b-d.
MnoZenje potencija jednakih eksponenata:

an~bn=(a-b)n s (a~b)n=a -b

Drugi korijen:
Korjenovanje nejednakosti:

1.inacica
Ocito je:
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2 2
+(b-d)" 20 a2+2.a-cte+b2-2.b-d+d > 20

(a+c)
= =
(a—c)2+(b+d)220 a2-2-a-ctc’+b%+2:b-d+d* 20
a2+b2+c2+d2+2-a-c—2-b-d20
= =
a2+b2+c2+d2—2-a-c+2-b-d20
(a2+b2)+(c2+d2)+2.(a-c—b-d)zo s
2 .2
5 o 5 5 a +b =1|=>
-9. .c—b- >
(a +b )+c +d ) 2-(a-c-b-d)=0 22,42
1+1+2-(a-c-b-d)20 2+2-(a-c—b-d)=0 2-(ac-b-d)=-2
= = = =
1+1-2-(a-c=b-d)20 2-2-(a-c-b-d)20 -2-(a-c=b-d)=-2

2-(a-c=b-d)z-2/:2 a-c—b-d>-1
= = = —-1<a-c-b-d<l =
-2-(a-c-b-d)z-2/:(-2) a-c—b-d<l

= |a-c—b-d|$1. [

2.inacica
Podimo od zadanih uvjeta:
2 .2 ..
a +b =1 pomnozimo 2 2 2 2
= | ) = (a +b )(c +d )=1-1:>
c 2 +d 2 - jednakosti

= a2-c2+a2‘d2+b2-c2+b2-d2=1 =
= a2-c2+a2-d2+b2-c2+b2‘d2+2-a-b‘c‘d—2-a-b-c-d=1 =

= (az-c2—2-a-b-c-d+b2-d2)+(a2-d2+2-a-b-c-d+b2-c2)=1 =

= (a.c—b.d)z+(a-ar+b-c)2 =1.

Budu¢idaje (a-d +b- c)2 >0, slijedi da je
(a-c—b-d)zsl = (a-c—b-d)zﬁl/\/— = (a-c—b-d)2 <1l = |a-c—b-d <lL. m
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Dokaz 136
Prva, treéa i peta znamenka Sesteroznamenkastog prirodnog broja medusobno su jednake, a druga,
Cetvrta i Sesta takoder. DokaZi da je takav broj djeljiv sa 7.
Teorija
Za prirodan broj a kazemo da je djeljiv s prirodnim brojem b ako postoji prirodan broj q tako da
vrijedi
a=b-q.

Visekratnici prirodnog broja su svi brojevi koji su djeljivi s tim brojem. Prirodni broj ima beskonacno
viSekratnika.
Na primjer, viSekratnici brojansu: 1-n, 2-n,3-n, 4-n,5-n, 6-n, 7-n, ...
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a-(b+c)=a-b+a-c s a-b+a-c=a-(b+c).

>

Oznacimo sa ababab Sesteroznamenkasti broj sa zadanim svojstvom kojemu je znamenka a # 0.
Vrijedi zapis:
ababab =100000-a +10000-5+1000-a+100-b+10-a+b=101010-a+10101-b =
=7-(14430-a+1443-b).

Broj koji smo dobili viSekratnik je broja 7. m
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Dokaz 137
DokaZi da je Sesteroznamenkasti prirodni broj, kojemu su prve tri znamenke medusobno jednake i
preostale tri takoder medusobno jednake, djeljiv sa 111.
Teorija
Za prirodan broj a kazemo da je djeljiv s prirodnim brojem b ako postoji prirodan broj q tako da
vrijedi
a=b-q.

Visekratnici prirodnog broja su svi brojevi koji su djeljivi s tim brojem. Prirodni broj ima beskonacno
viSekratnika.
Na primjer, viSekratnici brojansu: 1-n, 2-n,3-n, 4-n,5-n, 6-n, 7-n, ...
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a-(b+c)=a-b+a-c s a-b+a-c=a-(b+c).

>

Oznacimo sa aaabbb Sesteroznamenkasti broj sa zadanim svojstvom kojemu je znamenka a # 0.
Vrijedi zapis:

aaabbb =100000-a+10000-a+1000-a+100-»+10-b+b=111000-a+111-b=111-(1000-a +b).
Broj koji smo dobili visekratnik je broja 111. m
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Dokaz 138
Dokai da je Cetveroznamenkasti broj kojemu je prva znamenka jednaka Cetvrtoj, a druga trecoj
nuzno djeljiv sa 11.
Teorija
Za prirodan broj a kazemo da je djeljiv s prirodnim brojem b ako postoji prirodan broj q tako da
vrijedi
a=b-q.

Visekratnici prirodnog broja su svi brojevi koji su djeljivi s tim brojem. Prirodni broj ima beskonacno
viSekratnika.
Na primjer, viSekratnici brojansu: 1-n, 2-n,3-n, 4-n,5-n, 6-n, 7-n, ...
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a-(b+c)=a-b+a-c s a-b+a-c=a-(b+c).

>

Oznacimo sa abba cetveroznamenkasti broj sa zadanim svojstvom kojemu je znamenka a # 0.
Vrijedi zapis:

abba=1000-a+100-b+10-b+a=1001-a+110-b=11-(91-a+10-b).

Broj koji smo dobili visekratnik je broja 11. m
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Dokaz 139
Zadana je kruznica k i toc¢ka T izvan nje. Iz tocke T povucene su tangente na k i neka one dodiruju

k u tockama D, i D;. Dokai da je ‘ TD, ‘ - ‘ 7D, ‘
Teorija
Trokut je dio ravnine omeden s tri duzine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Kruznica je skup svih toc¢aka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke (sredista).
Tangenta je pravac koji dodiruje krivulju (kruznicu) u jednoj tocki.
Sukladnost trokuta
KazZemo da su dva trokuta sukladna ako postoji pridruZivanje vrhova jednog vrhovima drugog tako da
su odgovarajuéi kutovi jednaki, a odgovarajuce stranice jednakih duljina.
a=o "B:'BI L Y=n » a=q ,b:b1 , c=0p.
Prvi poucak sukladnosti (S — S — S)
Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u sve tri stranice.
Drugi poucak sukladnosti (S — K — S)
Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u dvije stranice i kutu izmedu njih.
Tre¢i poucak sukladnosti (K — S — K)
Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u jednoj stranici i oba kuta na toj stranici.
Cetvrti poucak sukladnosti (S — S — K)
Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u dvije stranice i kutu nasuprot vecoj stranici.

>

D,

D,
Sa slike vidi se:

‘ S

=‘SD2

. ZSD{T = £ SD,T =90 °,

Neka su tocke D; 1 D, diralista kruznice i tangenata. Uo¢imo da su trokuti ASDT i ASD,T sukladni po

)

S — S — K poucku o sukladnosti trokuta (| ST | im je zajednicka stranica, ‘ SD, ‘ = ‘ SD,

ZSD,T =2SD,T=90°).

1 2
Prema tome je

‘TD1‘=‘TD2"'
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Dokaz 140

DokaZida za sve a, be R vrijedi \/ az+b2 S|a|+|b|.

Teorija
Za realni broj x njegova je apsolutna vrijednost (modul) broj | X | koji odredujemo na ovaj nacin:
x, x>0
ER
—x, x<0.

Ako je broj x pozitivan ili nula, tada je on jednak svojoj apsolutnoj vrijednosti. Za svaki x, x > 0,
vrijedi | X | =X.

Ako je x negativan broj, njegova apsolutna vrijednost je suprotan broj — x koji je pozitivan. Za svaki x,
x<0,je |x|=—x.

Svojstvo apsolutne vrijednosti:

% =x2.
Kvadrat zbroja:
(a+b)2=a2+2-a~b+b2 , a2+2~a-b+b2=(a+b)2.
Drugi korijen:
\/?:a , a€ R.

Kvadriranje drugog korijena:
2
(\/; ) =a , a=0.
Progiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnoZiti istim brojem razlic¢itim od nule i
jedinice

4_@n L0, el
b n
Zbrajanje razlomaka jednakih nazivnika:
a b a+b a+b a b
—t—= s =—4—
n n n n n n
Svaki cijeli broj je racionalan broj:
n n
n=— , —=n
1 1
MnoZenje razlomaka:
a ¢ . a-c
b d b-d
Svojstvo potencije:
1 1
a =a , a=a .
MnoZenje potencija jednakih baza:
n m n+m n+m n m
a -a =a , a =a -a

>

1.inacica

2457 <\l a|2+]b] 242 a| 5] = Va2 +p% <y (|a]+[6])* =
= VaZ+bZ<||al+|p|| = [|a|+[s]20] = Ja?+b2 <|a|+|5]|. =
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2.inacica

2 2 2 2 2
a2+b2= a2+b2- a tb :>\[a2+b2=\/a b '\/a b
a +b2 1 \/a2+b2
( A
a +b j 2 2
= 4\ a +b2: = 4\ a +b2: a_tb =
a +b2 a +b2
7 d’ b’ 2l )
a +b = + = 4\a +b" = +
\/a2+b2 \/a2+b2 \/a2+b \/a2+b
[ ] ]
o] 5 a’+p?
= \Ja“+b = | a|+ 6| = =
a2+ 2 c12+b2 |b| <1
2 2
| Va +b |

= \/a2+b23|a|+|b|. [
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