Zadatak 461 (Ivana, ekonomska Skola)
Koji je od navedenih brojeva veci:
a) 125 2 ili 25 4
b) 242 ili 328?
Rjesenje 461
Ponovimo!

n\mM n-m
a =a )

Logaritam broja a po bazi b je broj ¢ kojim treba potencirati bazu b da se dobije broj a.
Mnemotehnicko pravilo za pamc¢enje osnovne veze eksponencijalne i logaritamske funkcije:

c c
logba—c logba—b a=b
%
Dekadski logaritam
Logaritamska funkcija logio oznacava se simbolom log. Broj log x zovemo dekadski, Briggsov ili
obi¢ni logaritam.

log 10X= log x.
loga "= n-loga X <Xy = log X < log Xy funkcija je rastuca
a)
l.inacica
2 2
x =125 o log x =log125 log x=2-log125
4 = [ logaritmiramo ] = 4 =
y=25 log y =l0g 25 log y =4-log25

10gx=2-10g53 10gx=3-2-10g5} logx=6-log5
= = =

} = logy>logx =

logy=2:4.log5 log y=8-log5

10gy=4-log52

=iy>x = 254>1252.

2.inacica
2 2
x =125 o log x =log125 log x=2-log125
4 = [ logaritmiramo ] = 4 =
y=25 log y =log 25 log y =4-log25

dZepno log x =4.19382 ...
= =
racunalo

= logy>logx = y>x = 254>1252.
log y =5.59176 ...

3.inacica

Potencije preoblikujemo na jednake baze i onda ih usporedimo.

= 58>56 = 254>1252.

b)
l.inacica
x=2 42 o log x =log 2 42 log x=42-log?2 dzepno
= [ logaritmiramo ] = = = 5 =
y=3 28 Jog y = log 3 28 log y =28-log3 ratunalo



log x =12.64326 ...

42
= .
log y =18.13061 ...

} = logy>logx = y>x = 328>2

2.inacica

Potencije preoblikujemo na jednake eksponente i onda ih usporedimo.
7

242 =(26) =647

7
328:(34) =817

= 817 >647 = 328>242.

Vjezba 461
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 462 (Anita, ekonomska Skola)

Masa 1000 zrna pSenice za odredenu sortu pSenice iznosi 42 g. Godis$nja proizvodnja pSenice u
Hrvatskoj iznosi 903000 tona. Koliko zrna pSenice godiSnje proizvedemo?

Rjesenje 462
Ponovimo!

3
an.am:an+m , 1t=10" kg , 1kg=l()3g.

Decimalni broj dijelimo dekadskom jedinicom (10, 100, 1000, 10000, ... ) tako da mu
decimalnu tocku pomaknemo ulijevo za onoliko mjesta koliko dekadska jedinica ima nula.
Svaki realan broj x moZemo zapisati u znanstvenom zapisu

x=a-10% 5
gdje je a realan broj iz intervala [ 0,10 >, n je prirodan,broj.
Najprije izraCunamo godisnju proizvodnju pSenice u gramima.

903000 t=9.03-105 t=9.03-105-103 kg=9.03-108 kg =9.03-108-103 g=9.03-1011 g.

Budu¢i da masa 1000 zrna pSenice iznosi 42 g, masa jednog zrna je:
42 g :1000=0.042 g.
Godisnja proizvodnja pSenice izraZena u broju zrna iznosi:

dZepno
9.03-1011 g:0.042g={ P }=2.15-1013.

racunalo

Vjezba 462

Masa 1000 zrna pSenice za odredenu sortu psenice iznosi 4.2 dag. Godisnja proizvodnja pSenice u
Hrvatskoj iznosi 903000 tona. Koliko zrna pSenice godisnje proizvedemo?

Rezultat: 2.15-10%.

Zadatak 463 (Anita, ekonomska Skola)

Dnevna potreba za bjelanc¢evinama odrasle osobe iznosi 0.8 g / kg tjelesne mase. U jednom gramu
sladoleda nalazi se 0.05 grama bjelancevina. Eva ima 60 kg i odlucila je jesti samo sladoledne kornete mase
60 g. Koliko korneta dnevno Eva treba pojesti ako Zeli unijeti preporucenu koli¢inu bjelancevina?

Rjesenje 463

Ponovimo!

Sve jasno!



Budu¢i da dnevna potreba za bjelancevinama iznosi 0.8 g / kg tjelesne mase, Eva koja ima 60 kg mora unijeti

0.8-2.60 kg =48 g
kg
bjelancevina.
U jednom gramu sladoleda nalazi se 0.05 g bjelanc¢evina. Zato Eva svaki dan mora pojesti

48 g : 0.05=960 g

sladoleda.

Jedan kornet ima masu 60 g pa se Evin dnevni obrok sladoleda sastoji od 16 korneta.
960 g : 60 g =16.

i S
P SN

Vjezba 463

Dnevna potreba za bjelancevinama odrasle osobe iznosi 0.8 g / kg tjelesne mase. U jednom gramu
sladoleda nalazi se 0.05 grama bjelancevina. Eva ima 60 kg i odlucila je jesti samo sladoledne kornete mase
6 dag. Koliko korneta dnevno Eva treba pojesti ako Zeli unijeti preporucenu koli¢inu bjelancevina?

Rezultat: 2.15- 105,

Zadatak 464 (Leo, gimnazija)

Racionaliziraj nazivnik ;
3-2-4/2
Rjesenje 464
Ponovimo!
2 . o
(\/;) =a |, %;—l::—( , a® b:«/a2-b s (a—b)~(a+/7)zaz—/72
(a‘b)nzanb s az—2~a‘b+l72=(a—b)2 R az+2‘a‘b+l72=(a+b)2.

n 1 n m n+m 2
—=n , a =a , a -a =a s a :‘a‘.

|
Za realni broj x njegova je apsolutna vrijednost (modul) broj | X | koji odredujemo na ovaj nacin:

x, x>0
| x| =

n

—x, x<0.
Ako je broj x pozitivan ili nula, tada je on jednak svojoj apsolutnoj vrijednosti. Za svaki x, x > 0, vrijedi
|x|=x.
Ako je x negativan broj, njegova apsolutna vrijednost je suprotan broj — x koji je pozitivan. Za svaki x, x <0,
je | x|=-x
Racionalizacija nazivnika je postupak uklanjanja korijena iz nazivnika razlomka.
1l.inacica

| 1 Y322 322 _\/3—2~\/_2{racionalizacija}

J3-242 =\/3—2-\/E J3-2-42 _(\/3_27.\/3)2 3-2-42

[ 7 323 (o2 |(+243) (-247)
2T 5 (P )

nazivnika




\/(3+2\/_)(3+2\/_)(3 2-42) \/(3”\/—)( -(2 \/—)2j
32_22.(\/3) 9-4.2

\/(3+2.ﬁ).(32_22.(ﬁ)2J \/(3+2 f) 9-4.2) \/(3+2 J2)(9-8) =

= J(3+2-y2) 1=y342. 2= 2422 +1= \/( ) 2+1=
=,/(\/3+1)2=‘\/3+1‘=

Najprije preoblikujemo izraz pod korijenom.

\/_2+1 =\/3+1.
—

2.inacica

O S (TN N

1 1 _[racionalizacija} 1 \/_ 2+1 J_ 2+1
| nazivnika \/E 1 \/E+1 (\/_ ) (\/E+1)

-

Vjezba 464

1
Racionaliziraj nazivnik ————.
A 3+2- \/E

Rezultat: \/E —1.

Zadatak 465 (Sanja, gimnazija)

U razredu s 28 ucenika prosje€na ocjena ispita iz biologije je 2.5. Kolika je prosje¢na ocjena u¢enika
koji su dobili pozitivnu ocjenu ako je cetvero ucenika dobilo 1?

Rjesenje 465
Ponovimo!
Neka je dan skup n pozitivnih brojeva { a, Gy, Az, ..., Ay } Tada je aritmeticka sredina A, brojeva

ai, as, a3, ... , ay definirana izrazom
a, +a5t+a,+ ... +a,
1 7273 n

Ay =

n
Neka je x zbroj svih ocjena ispita iz biologije. Tada vrijedi:

205 = XL o257.98 = x=70.
28 28

Dakle, zbroj svih ocjena je 70.
Od ukupnog broja uc¢enika oduzmemo 4 jer je cetvero ucenika dobilo 1.

4



28 -4 =24,
Od zbroja svih ocjena oduzmemo jedinice.
70-4-1=70-4 = 66.
Prosjecna ocjena pozitivno ocijenjenih uc¢enika iznosi:

%6 _ 7.
24

Vjezba 465

U razredu s 28 ucenika prosjecna ocjena ispita iz biologije je 2.5. Kolika je prosje¢na ocjena ucenika
koji su dobili pozitivnu ocjenu ako je troje uéenika dobilo 1?

Rezultat: 2.68.

Zadatak 466 (Manuela, strukovna Skola)

Otac je rekao: "Imam troje djece. Sin mi je u osnovnoj, a kéerke u srednjoj $koli. Broj godina sina je
viSekratnik broja 5, broj godina jedne kéerke djeljiv je sa 8, a druge sa 9." Koliko godina imaju njegova
djeca?

RjeSenje 466
Ponovimo!
Skup prirodnih brojeva ozna¢avamo slovom N, a zapisujemo
N={1,2,34,5 ..,n-1,nn+l,..}.
Za prirodan broj a kaZemo da je djeljiv s prirodnim brojem b ako postoji prirodan broj q tako da vrijedi
a=b-q.
Visekratnici prirodnog broja su svi brojevi koji su djeljivi s tim brojem. Prirodni broj ima beskona¢no
viSekratnika.
Na primjer, viSekratnici brojansu: 1-n, 2-n,3-n, 4-n,5:-n, 6-n, 7-n, ...
Pretpostavimo da nitko nije ponavljao razred.
Broj godina sina, u osnovnoj $koli, je viSekratnik broja 5. Sin ima 10 godina.

10=5-2.

Broj godina prve kéerke, u srednjoj $koli, je viSekratnik broja 8. Ona ima 16 godina.
16=8-2.

Broj godina druge kéerke, u srednjoj $koli, je viSekratnik broja 9. Ona ima 18 godina.
18=9-2.

Vjezba 466

Otac je rekao: "Imam troje djece. Sin mi je u osnovnoj, a kéerke u srednjoj $koli. Broj godina sina je
viSekratnik broja 6, broj godina jedne kéerke djeljiv je sa 8, a druge sa 9." Koliko godina imaju njegova
djeca
Rezultat: 12, 16, 18.

Zadatak 467 (Manuela, strukovna skola)
Podijelimo li neki broj redom s brojevima 15, 18 i 20 svaki se put dobije ostatak 3. Odredite
najmanji broj s tim svojstvom.
Rjesenje 467
Ponovimo!
Skup prirodnih brojeva ozna¢avamo slovom N, a zapisujemo
N={1,2,34,5 ..,n-1nn+l, ..}

Prosti brojevi (prim — brojevi) su prirodni brojevi djeljivi bez ostatka samo s brojem 1 i sami sa

sobom, a ve¢i od broja 1. Prirodni brojevi koji su veci od broja 1, a nisu prosti brojevi nazivaju se
sloZzenim brojevima. SloZen broj je prirodan broj veéi od jedan koji je djeljiv brojem 1, samim sobom i
barem jo$ jednim brojem. Svaki se sloZeni broj moZe rastaviti na proste faktore. Broj 1 nije ni prost, ni
sloZen broj.



Za prirodan broj a kaZemo da je djeljiv s prirodnim brojem b ako postoji prirodan broj q tako da vrijedi
a=b-q.

Visekratnici prirodnog broja su svi brojevi koji su djeljivi s tim brojem. Prirodni broj ima beskonacno
viSekratnika. Na primjer, viSekratnici brojansu: 1-n, 2-n,3-n,4-n,5-n, 6-n, 7-n, ...
Zajednicki viSekratnici dvaju ili viSe brojeva su brojevi koji su djeljivi s svim zadanim brojevima Najmanji
zajednicki viSekratnik dvaju ili viSe brojeva je najmanji prirodni broj koji je djeljiv sa svim zadanim
brojevima.
Za prirodni broj a i prirodni broj b postoje jedinstveni prirodni brojevi q i r takvi da je

a=b-qg+r 1 0<r<b, q je koli¢nik, r je ostatak.
Odredimo najmanji zajednicki viSekratnik brojeva 15, 18 1 20.
Da bismo nasli njihov najmanji zajednicki visekratnik moramo ih rastaviti na proste faktore.

15 18 202

15 9 10]2

15 9 513

5 3 513

5 1 5]s

111
v(15,18,20)=2-2-3-3-5 = (15, 18, 20) =180.

TraZeni broj je:
v(15, 18, 20)+3=180+3=183.
Vjezba 467
Podijelimo li neki broj redom s brojevima 15, 18 i 20 svaki se put dobije ostatak 1. Odredite
najmanji broj s tim svojstvom.
Rezultat: 181.

Zadatak 468 (Manuela, strukovna skola)

U jednoj su kutiji bijele i crne kuglice.Njihov ukupan broj je izmedu 150 i 200. Ako bismo kuglice
brojili po 8 ili po 14, u kutiji ne bi ostala niti.jedna kuglica. Koliko je u kutiji bijelih, a koliko crnih kuglica,
ako znamo da je crnih kuglica dva puta viSe'nego bijelih?

RjeSenje 468

Ponovimo!

Skup prirodnih brojeva ozna¢avamo slovom N, a zapisujemo

N={1,2,34,5 ..,n-1,nn+l,..}.
Prosti brojevi (prim — brojevi) su prirodni brojevi djeljivi bez ostatka samo s brojem 1 i sami sa
sobom, a ve¢i od broja 1. Prirodni brojevi koji su veci od broja 1, a nisu prosti brojevi nazivaju se
sloZzenim brojevima. SloZen broj je prirodan broj ve¢i od jedan koji je djeljiv brojem 1, samim sobom i

barem jo$ jednim brojem. Svaki se sloZeni broj mozZe rastaviti na proste faktore. Broj 1 nije ni prost, ni
sloZen broj.

Za prirodan broj a kaZemo da je djeljiv s prirodnim brojem b ako postoji prirodan broj q tako da vrijedi

a=b-q.
Visekratnici prirodnog broja su svi brojevi koji su djeljivi s tim brojem. Prirodni broj ima beskonacno
viSekratnika. Na primjer, viSekratnici brojansu: 1-n, 2-n,3-n,4-n,5-n, 6-n, 7-n, ...
Zajednicki visekratnici dvaju ili viSe brojeva su brojevi koji su djeljivi s svim zadanim brojevima Najmanji
zajednicki viSekratnik dvaju ili viSe brojeva je najmanji prirodni broj koji je djeljiv sa svim zadanim
brojevima.
Kako zapisati da je broj b n puta veci od broja a?

b b

b=n-a , =a , —=n
n a



Ako bismo kuglice brojili po 8 ili po 14, u kutiji ne bi ostala niti jedna kuglica. Zato je ukupan broj kuglica u
kutiji jednak zajednickom viSekratniku broja 8 i 14 koji je ve¢i od 150, a manji od 200.

Odredimo najmanji zajednicki viSekratnik brojeva 8 1 14.

Da bismo nasli njihov najmanji zajednicki visekratnik moramo ih rastaviti na proste faktore.

8 1412
4 7|2
2 712
1 717
I 1

v(8,14)=2-2-2.7 = v(8,14)=56.
Uvjet zadovoljava broj
56-3=168
jer je
150 <168 < 200.
Neka je x broj bijelih kuglica. Crnih kuglica je dva puta viSe po iznosu, 2 - x. NapiSemo jednadZbu:
x+2-x=168 = 3-x=168 = 3-x=168/:3 = x=56.

Bijelih kuglica je 56.
Crnih kuglica je 2 - 56 = 112.
Vjezba 468

U jednoj su kutiji bijele i crne kuglice. Njihov ukupan broj je izmedu 150 i 200. Ako bismo kuglice
brojili po 8 ili po 14, u kutiji ne bi ostala niti jedna kuglica. Koliko je u kutiji bijelih, a koliko crnih kuglica,
ako znamo da je crnih kuglica tri puta vise nego bijelih?
Rezultat: 42, 126.

Zadatak 469 (Vinko, strukovna Skola)

Odredi najveci prirodni broj s kojim treba podijeliti brojeve 535 i 223 tako da ostatak u oba dijeljenja
bude 7.

Rjesenje 469
Ponovimo!
Skup prirodnih brojeva ozna¢avamo slovom N, a zapisujemo
N={1,2,34,5 ..,n-1,nn+l, ..}

Prosti brojevi (prim — brojevi) su prirodni brojevi djeljivi bez ostatka samo s brojem 1 i sami sa
sobom, a ve¢i od broja 1. Prosti brojevi su: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ...
Ima ih beskona¢no mnogo.
Prirodni brojevi koji su ve¢i od broja 1, a nisu prosti brojevi nazivaju se slozenim brojevima. SloZen
broj je prirodan broj ve¢i od jedan koji je djeljiv brojem 1, samim sobom i barem joS jednim brojem.
Svaki se sloZeni broj moZe rastaviti na proste faktore. Broj 1 nije ni prost, ni sloZen broj.
Zajednicki djelitelj prirodnih brojeva a, b, ... je svaki broj koji dijeli te brojeve.
Najveca zajednicka mjera (najveci zajednicki djelitelj) prirodnih brojeva a, b, ... je najveci broj koji
dijeli sve te brojeve. Oznaka je M(a, b, ...).
Za prirodan broj a kaZemo da je djeljiv s prirodnim brojem b ako postoji prirodan broj q tako da vrijedi
a=b-q.

Za prirodni broj a i prirodni broj b postoje jedinstveni prirodni brojevi q i r takvi da je

a=b-g+r 1 0<r<b, q je koli¢nik, r je ostatak.
Pri dijeljenju brojeva 535 1 223 s nekim prirodnim brojem dobivamo ostatak 7. To znaci da su brojevi
535 -7 =5281223 -7 =216 djeljivi istim brojem. Taj broj je njihova najveéa zajednicka mjera. Dobije se
kao umnozak svih zajednickih prostih faktora zadanih brojeva.
Odredimo najvecu zajedni¢ku mjeru brojeva 528 1 216.

Da bismo nasli njihovu najvecu zajednicku mjeru moramo ih rastaviti na proste faktore (dijelimo ih sa
zajednickim prostim brojevima)



528 2162

264 108 |2
132 54 |2
66 27 |3
22 9

Trazeni broj je
M (528,216)=2-2-2-3 = M (528, 216) = 24.
Vrijedi:
535=22-24+7 , 223=9-24+7.
Vjezba 469

Odredi najveci prirodni broj s kojim treba podijeliti brojeve 285 i 237 tako da ostatak u oba dijeljenja
bude 9.

Rezultat: 285=23-1249 , 237=19-12+9.

Zadatak 470 (Miroslav, gimnazija)
Odredi zbroj 1-2+2-3+3-4+ ... +n-(n+1).

Rjesenje 470
Ponovimo!
1 no m n+m a ¢ a-d+b-c
a =a , a -a =a , —t—=—-,
b d b-d
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c):a~b+a-c s a~b+a-c':a-(b+c').

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razlicitim od nule i
jedinice

a-n a

—==_ %0, n#l.

b-n b

Skup prirodnih brojeva ozna¢avamo slovom N;-a zapisujemo

N ={ 1,2, 3, 4,5, ...,n—1,n, n+1, }
Zbroj konacno mnogo elemenata nekog niza aj, a,, a3, a4, ... moZemo, koriStenjem znaka sumacije
(zbrajanja), zapisati u obliku

n
a taytaz+ .. +ay =k§lak,

gdje je k indeks sumacije i mijenja se u granicama od 1 do n povecavajuéi se u svakom pribrojniku za 1.
Svojstva:

¢ Sumacija je distributivna za algebarske polinome

g‘( +b) § +§‘b
a = a .
= = =

¢ Sumacija umnoska konstante i varijable:
n n
> coap =c > a., ¢ je konstanta.
k=1 k=1
¢ Sumacija pribrojnika koji je konstanta

n
Y. c=n-c, c je konstanta.
k=1
n n-(n+l)-(2-n+1
12+22+32+42+...+nz:Zk2: ( )6( )
k=1

n-(n+l)

n
1+2+3+4+ ...+n= Y k=
k:

8



1.inacica

n n 9 n
112423434+ .. +n-(n+1) = (k+1)= (k +k) SkT+Y k=
k k=1 k=1
_n~(n+1)~(2~n+1)+n (n+1) n- (n+1) (2 n+1)+3 n- (n+1)_

- 6 2 6 -
n-(n+1)-(2-n+1+3)_n~(n+1)-(2~n+4)_n-(n+1)~2~(n+2) n~(n+1)-2-(n+2)
- 6 - 6 - 6 - 6 -
_n~(n+1)~(n+2)
= 3 .

2.inacica

1-2+2-3+3-4+...+n-(n+1) (1+ 1)+2-(2+1)+3-(3

)+ +n-(n+1)=

+1
121142242432 434 40l an= (12+2 1324 +n2)+(1+2+3+...+n)=
3

:n~(n+1)~(2~n+1) n- (n+1) n- (n+1) (2 n+1)+ n~(n+1)_

6 6
_n-(n+1)~(2-n+1+3):n~(n+1)~(2~n+4):n~(n+1)~2~(n+2)_n~(n+1)-2-(n+2)_
6 6 6 6
=n-(n+1)-(n+2)'

3

Vjezba 470
Odredi zbroj 1-4+2-5+3-6+ ... +n-(n+3).

n . n n-(n+1)-(n+5)
Rezultat: Naputak: 2, k-(k+3)=...= > hk54+3- > k=..= .
k=1 k=1 k=1 3

Zadatak 471 (Maturant, gimnazija)

7~\E—2~ﬁ‘

Skrati razlomak
5-.]

RjeSenje 471
Ponovimo!

2 2
1/a~l7=\/;~\/z R (\/;) =a,a=20 , c12—2~a~b+l72=(a—b).
alza s Lm:an—m s (a—b)~(a+b)=(12—b2 E~L—E.

a b d b-d
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c):a~b+a-c s a~b+a-c:a-(b+c).

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razlicitim od nule i
jedinice
an a

—=—,n#0, n#l.
b-n b

Prosiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnofZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a a-n

—=——,n#0, n#l.
b b-n

MnoZenje zagrada



(a+b)~(c+a’):a-c+a-d+b-c+b-d.

| 7-5-2.50 _7-5-2.5:10 _7-5-2.5.J10_5(7-2{10)
S0 (s () s )

\E'(7—2' 10)=7—2-\/1_0=5—2- 5-2+2=(\/§)2—2-\/§-\/3+(\/3)2=
(e T AESE:

W ()
NN e
2.inacica
15250 _7f5-2/510_7-5-25.10_V3(1-210)
(B s () )

ﬁ'(7—2'm):7—2~ 10:7—2.JE_ﬁ+ﬁ:(7—2'm)'(ﬁ+ﬁ):
) Gz B2 2 () W)
_75+72-2-J10-{5-2-J10- 2 _7-f5+7-/2-2-[50-2- /20 _
(V3) -2
7 5+7-\/§—2-3\/ﬁ—2-JT-5=7- 5+7-\/§—2-\/3275-\/§—2-\/Z-\/§=
_15+72-25[2=2.2.J5 7-5+7-J2-10-J2-4- /5 _
3

3

i S )

Vjezba 471

2./50-7-[5
R
Rezultat: ﬁ—ﬁ

Zadatak 472 (Amir, elektrotehni¢ka Skola)

Skrati razlomak

Dokazati da je za svaki n iz skupa N izraz 7 n+2 +8 2o+l djeljiv sa 57.
RjeSenje 472
Ponovimo!
1 n m n+m
a =a , a -a =a .

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c) =a-b+a-c , a~b+a~c=a~(b+c).

Matematicka indukcija sastoji se iz dva koraka: baze indukcije i koraka indukcije. U bazi indukcije
provjerava se je li tvrdnja istinita za najmanji prirodni broj (obicno je to broj 1, osim ako nije postavljen neki
drugi uvjet). U koraku indukcije pretpostavi se najprije da je tvrdnja istinita za prirodan broj n i zatim se
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provjerava istinitost tvrdnje za sljedbenika n + 1.

U zadatku treba dokazati da je broj 57 djelitelj zadanog izraza 7 n+2 +38 2n +1. Oznacimo zadani

izraz (zbog lakoce pisanja) s f (n) =7 n+2 +8 2-n+1‘

Zapamti!

Broj a je djeljiv brojem b, ako i samo ako postoji broj c tako da vrijedi a = ¢ - b. Ili, ovako, broj a je djeljiv
brojem b, ako sadrzi u sebi faktor b.

baza indukcije

n=1
F)=712 1821 273 183 _gs5=57.15.
Dakle, baza indukcije je ispunjena.
korak indukcije
n

Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za neki prirodni broj n, tj. da je zadani izraz djeljiv brojem 57. Tada
pisemo:
f (n) =7"* 2 +8 2ol _ 57 -k. (to se zove induktivna pretpostavka)
Broj k je neki prirodni broj, ali bitno je da imamo faktor 57.
n+ 1

Sada provjeravamo izraz za sljedbenika n + 1:
n+l)+2  2:(n+1)+1 n+l+2 2-n+2+1
+8 + =

f(n+1):7( = f(n+1)=7 8

2ntlg2 o )27t 2482 e o

= f(n+1)=77"2 47,871 % 5y g2

n+2 2-n+1) 2-n+1
+ =

2

= f(n+1)=7""%71 48

= f(n+1)=7-7""? 1e4.8 2171

= f(n+1)=7-(7 8 +57-8

, .7 . rabimo induktivnu
= f(n+1)=7-(7”+2+82”H)+57-82n+1 = =
pretpostavku

2-n+1 2-n+1
=

= f(n+1)=7-f(n)+578 = f(n+1)=7-57-k+57-8

= f(n+1)=57-(7-k+82'”+1).

Dobili smo na kraju faktor 57 i time je tvrdnja dokazana.
Vjezba 472

Dokazati da je za svaki n iz skupa N izraz 6 > " +10-3" dieljiv sa 11.
Rezultat: Sli¢an dokaz.

Zadatak 473 (Karlo, gimnazija)

Dokazati da je 2 "> 2.n+1, zasvaki prirodni broj n > 3.
Rjesenje 473

Ponovimo!

1 n m n+m
a =a , a -a =a .

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c) =a-b+a-c , a~b+a~c=a~(b+c).

Matematicka indukcija sastoji se iz dva koraka: baze indukcije i koraka indukcije. U bazi indukcije
provjerava se je li tvrdnja istinita za najmanji prirodni broj (obicno je to broj 1, osim ako nije postavljen neki
drugi uvjet). U koraku indukcije pretpostavi se najprije da je tvrdnja istinita za prirodan broj n i zatim se
provjerava istinitost tvrdnje za sljedbenika n + 1.
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baza indukcije
n=3

23>2-3+1 = 8>6+1 = 8>7.

Dakle, baza indukcije je ispunjena.

korak indukcije

n

Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za neki prirodni broj n. Tada piSemo:

2" 52 n+l. (to se zove induktivna pretpostavka)
n+1
Sada provjeravamo nejednakost za sljedbenika n + 1:

n+1 n 1 n induktivna pretpostavka
2" >2.n+1

}:22” >2.(2-n+1)=4-n+2=

=2n+2:n+2>2n+3=2-n+2+41=2-(n+1)+1.
Vjezba 473
Dokazati da je 2 s n, za svaki prirodni broj n.

Rezultat: Sli¢an dokaz.

Zadatak 474 (Karlo, gimnazija)

Matematickom indukcijom dokazati nejednakost n !> 2 n—l’ ne N, gdje je
n!=1-2-3-4.5-...-(n—1)-n. (Funkciju n > n ! &itamo en — faktorijela)
Rjesenje 474

Ponovimo!

o 1 n m n+m
a =1 , a =aANNMa a =a .

UmnoZak prvih n prirodnih brojeva ozna¢avamo posebnim simbolom
n!=1-2-34-".. (n=-2)-(n-1)n

Broj n ! ¢itamo "en faktorijela". Tako na primjer, vrijedi

1'=1,

21=1-2,

31=1-2-3,
41=1-2-3-4,
5!1=1-2-3-4-5,
6!1=1-2-3-4-5-6itd.

Vidimo da faktorijele zadovoljavaju formulu

n!=mn-1)!-n.
Matematicka indukcija sastoji se iz dva koraka: baze indukcije i koraka indukcije. U bazi indukcije
provjerava se je li tvrdnja istinita za najmanji prirodni broj (obi¢no je to broj 1, osim ako nije postavljen neki
drugi uvjet). U koraku indukcije pretpostavi se najprije da je tvrdnja istinita za prirodan broj n i zatim se
provjerava istinitost tvrdnje za sljedbenika n + 1.

baza indukcije
n=1
1-1 °

1122 =122 =121
Dakle, baza indukcije je ispunjena.
korak indukcije
n
Pretpostavimo da je nejednakost istinita za neki prirodni broj n. Tada piSemo:

-1 . .
n122"7" (to se zove induktivna pretpostavka)
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n+1
Sada provjeravamo nejednakost za sljedbenika n + 1:

induktivna pretpostavka

(n+1)1=(n+1)-n1= | —(n+1)ontz(n+1) 2" 2 ns122]2

n—
n!'>2

Vjezba 474
Dokazati da je 2 "sn 2 , za svaki prirodni broj n > 5.

Rezultat: Tocno je.

Zadatak 475 (Slavica, srednja Skola)

Koliko razli¢itih djelitelja ima broj 1447
RjeSenje 475

Ponovimo!

o 1 n m n+m
a =1 , a =a , a -a =a .

Skup prirodnih brojeva ozna¢avamo slovom N, a zapisujemo
N :{ 1,2,3,4,5,....,n—1,n n+l1, }
Za prirodan broj a kaZemo da je djeljiv s prirodnim brojem b ako postoji prirodan broj q tako da vrijedi
a=b-q.
Visekratnici prirodnog broja su svi brojevi koji su djeljivi s tim brojem. Prirodni broj ima beskona¢no
viSekratnika.
Na primjer, viSekratnici brojansu: 1-n, 2-n,3-n,4-n,5-n,'6:n, 7-n, ...
Prosti brojevi (prim — brojevi) su prirodni brojevi djeljivitbez ostatka samo s brojem 1 i sami sa
sobom, a veci od broja 1. Prirodni brojevi koji su ve¢irod'broja 1, a nisu prosti brojevi nazivaju se
sloZzenim brojevima. SloZen broj je prirodan broj veci.od jedan koji je djeljiv brojem 1, samim
sobom i barem jo§ jednim brojem. Svaki se sloZeni broj moZe rastaviti na proste faktore.
Broj 1 nije ni prost, ni sloZen broj.
Broj 144 rastavimo na proste faktore na dva nacina:

144=2.72 = 144 | 2

72| 2

=2.2.36= 36| 2

=2.2.2.18= 18] 2

913

=2.2.2.2.9= 3|3

=2-2-2:2-33 !
MoZemo ga zapisati kao umnoZzak prostih brojeva:

4 .2

144=2.2.2.2.3.3=2".3",

Bilo koji djelitelj broja 144 moze se predociti kao umnozak prostih faktora 2 i 3. Dakle, mora se sastojati od
nekoliko dvica i nekoliko trica. Broj 2 u djelitelju moZe se pojaviti O ili 1, ili 2, ili 3, ili 4 puta. Za broj 2 ima
5 moguénosti. MoZemo i ovako reéi. Broj 2* ima djelitelje 2°, 2', 22, 2°, 2*, dakle, broj svih njegovih
djelitelja jednak je 4 + 1. Svaki od djelitelja ujedno je i djelitelj od 144.
Broj 3 u djelitelju moZe se pojaviti 0 ili 1, ili 2 puta. Za broj 3 ima 3 moguc¢nosti. MoZemo i ovako reéi. Broj
3% ima djelitelje 3°, 3', 32, dakle, broj svih njegovih djelitelja jednak je 2 + 1. Svaki od djelitelja ujedno je i
djelitelj od 144.
Sve djelitelje od 144 dobit éemo tako da svaki od djelitelja broja 2* pomnoZimo sa svakim djeliteljem broja
3%. Ukupno djelitelja ima

(4+1)-(2+1)=5-3=15.
U teoriji brojeva vrijedi
Teorem

: . . 3z Oﬁ 0{2 a_?, (2% . : .
Ako je n prirodni broj i n = Py Py S P3Py T rastav broja n na proste faktore, onda je broj
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djelitelja t(n) od n jednak
7(n) :(0:l +l)-(a2 +1)-(a3 +1)- (e +1).
Vjezba 475
Koliko razli¢itih djelitelja ima broj 216?
Rezultat: 16.

Zadatak 476 (Branko, srednja Skola)

Dokazite nejednakost 3 s 2-n, gdje je ne N.
Rjesenje 476

Ponovimo!

1 n m n+m n n n~(n—l)
a =a , a -a =a , =n =
1 2 1-2
Binomni poucak

Zasvaki a, be R, ne N vrijedi
(a+b)” =a" +(nj.a n-l .bl + .. +{ . ]a ! -bn_] +b".
Binomni koeficijent
Neka je n prirodan broj, a k prirodan broj ili 0 i k < n. Binomni koeficijent oznacavamo simbolom (nj 1

definiramo

ny n~(n—l)~(n—2)~ ~(n—k+l)
k) 1-2- 3=k '

Matematicka indukcija sastoji se iz dva koraka: baze-indukcije i koraka indukcije. U bazi indukcije
provjerava se je li tvrdnja istinita za najmanji prirodni broj (obicno je to broj 1, osim ako nije postavljen neki
drugi uvjet). U koraku indukcije pretpostavi se.najprije da je tvrdnja istinita za prirodan broj n i zatim se

provjerava istinitost tvrdnje za sljedbenika n+:1.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a~(b+c) =a-b+a-c , a~b+a~c:a~(b+c).
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razlicitim od nule i
jedinice
an a

—=—,n#0, n#l.
b-n b

1.inacica

Uporabimo binomnu formulu.
n - n -
3”=(1+2)"=1”+(J-1” 1-21+( ]-1” 2224 42" =

n~(n—1) n (n—l) n
1-2 2

=l+n-2+ At 42 =142 — dt+2 =142 0420 (n-1)+ .. +2" >
=14+2-n = 3" 22.0+1 = 3" >2.n
Primijetimo da u binarnoj formuli za svaki prirodni broj n uvijek postoje prva dva ¢lana.
2.inacica
Uoc¢imo da za neki prirodni broj n je:

33,

Provjerimo!
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3 gy gl g, o 3”-(31—1)>2 —~ 3".250.

Zato vrijedi niz nejednakosti:
2

37-3>2
33—32>2
34_33 ) zbrojimo

- jednakosti =
35_34>2 nejednakosti
373" 150

32343732434 33030 3% 3" 3 S gi0i040 2

)
~

n—1 pribrojnik

3 .2 .4 .3 5 ,4

= 3223437 3243% 33439 3%y 43 3]

>2-(n-1) =

= -3+3">21-2 = 3">20-243 = 3" 52041 = 3" 52

3.inacica
Matematicka indukcija sastoji se iz dva koraka: baze indukcije i koraka indukcije. U bazi indukcije
provjerava se je li tvrdnja istinita za najmanji prirodni broj (obi¢no je to broj 1, osim ako nije postavljen neki
drugi uvjet). U koraku indukcije pretpostavi se najprije da je tvrdnjasistinita za prirodan broj n i zatim se
provjerava istinitost tvrdnje za sljedbenika n + 1.
baza indukcije
n=1
31 >2d.= 3>2.

Dakle, baza indukcije je ispunjena.
korak indukcije
n

Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za neki prirodni broj n, tj. da vrijedi

3™ > 2.1 — induktivna pretpostavka
n+1

Sada provjeravamo nejednakost za sljedbenika n + 1:

37233 2535 (37500 ] >3 20=6n=2n 440> [40>2] >

>2:n+2=2-(n+1).
Vjezba 476
Dokazite nejednakost 4 S 3-n, gdje je ne N.

Rezultat: Dokaz analogan.

Zadatak 477 (Martina, srednja Skola)

1
2+ 5+2-\/3+\/1_0'

Racionaliziraj nazivnik

RjeSenje 477
Ponovimo!
. . 2
«/a-b:\/;-\/; s ae_ae R (a—b)-(a+b):c12—/72 s (\/;) =a E:n.
b d b-d 1

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
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a~(b+c) =a-b+a-c , a~b+a~c:a~(b+c).
Prosiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnofZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a a-n
—=——,n#0, n#l.

b b-n
1

1 1
2+ f5+2-J2+J10 2+ 5+2.J2+ 25 2+ 5+2. 2+ 2[5
_{metoda }_ 1 B 1 B
| grupiranja _(2+ﬁ)+(2-\/§+\/§-ﬁ)_(2+\/§)+\/§-(2+\/§)_
1 [ racionalizacija } 3

(2+J—)( 2) (J5+2)(J2+1)

. (5-2)-(V2-1) (V5-2)-(y2-1)
(V3+2)-(V2+1) (52} (V2-1) (V5+2)(V5-2)- (V2+1) (2 1)
WEab) () (-2

= 2 2 EETEAYCE 1 =(J5-2)-(y2-1).

(5 222y 2] B

Racionalcing nzivik -

Rezultat:  ({5+2)-(1-4/2).

Zadatak 478 (Jadranka, srednja Skola)

Pojednostavnite izraz: (6\/ 9+ 4-\/§ +3\/ 2+ \/3) . 3\/ 2—\/§

A2 B. -2 C. -1 D.1

nazivnika

RjesSenje 478
Ponovimo!

o =a o e ez a2+2ab+b2—<a+b>2 . Nao="fab
(a b) (a—i—b) a —b n- /\/T iW
(6\/9+4 \/§+3\/2+\/7) 3\/2 (6\/4+4 \/§+5+3\/2+\/7)3\/2

(6\/22+2 2-5+({3 )2 3\/2+IJ 2-\5 [6 (2+45) +3\/2+\ﬁj.3\/2_\ﬁ=
(e 3 A | (e )

SR S R TG e RO NN R TR
—2.3[Z5=2.(-1)=-2

Odgovor je pod B.
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Vjezba 478

Pojednostavnite izraz: (6\/ 9—4-\/3 + 3\/ 2—\/3) . 3\/ 2+\/§.

A2 B.-2 C.-1 D.1

Rezultat: B.

Zadatak 479 (Jadranka, srednja Skola)

_ _ -1 -1
Izracunati (a+1) 1+(b+1) 1ako je a=(2+\/§) ,b=(2—\/§)
Al B. -1 C.0 D.2
Rjesenje 479
Ponovimo!
1_ -n _ 1 n m _ n+m _n a ¢ a-d+b-c
a =da a =~ s a -a = s n—T N ;‘FE b-d .
a
a
o . 2
fz(:)il R (\/;) =a |, (a—b)‘(a+b)=(12—b2.
d

MnozZenje zagrada
(a+b)~(c+cl) =a-c+a-d+b-c+b-d.
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razlicitim od nule i
jedinice
a-n a

—=—,n#0 ,\w#l.
b-n b

11 o~ ] 2+f
1 1 1

(a+1)_l+(b+1)_ = =
2—[
= + = + !
=— 1 -

a+t b+l b=(2-{3)
Ll 1 1+2+\/_ 1+2-3
2+\BJrl 2—@“ 2+f 1 2- f+1 213 2-3
1

1 1 % 2443 2-43
IETNERENE 3+( —J3 3443 -3
243 23 243 2-3

o)) (545)
BRCIog
233 3-({3) +6+2-(3-3- 3 ()]
() :
~2-4[3+3-3-3+6+2./3-3-3-3 6-2-/3+3./3-3+6+2-/3-3./3-3

9-3 6

[
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Odgovor je pod A.

Vjezba 479
Odmor!

Rezultat:

Zadatak 480 (Marko, srednja Skola)

Akojex2+x+1=0izraéunajx100+x_100+1.
Al B. -1 C.0 D.2
RjeSenje 480
Ponovimo!
m . - 1
a3—b3=(cl—b)~(c12+a~b+b2) s (an) :anm s alza , a nz—n.
a
n a ¢ a-d+b-c n m n+m 0
n=— , 4+ —= s a -a =a , 7:0,11750.
1 b d b-d n

Uvjerimo se da iz x2+x+1=0 slijedi x3 =1.

x2+x+1=0 = x2+x+1=0/-(x—l) = (x—l)-(x2+x+1)=0 = x3—1=0 = x3=1.
Sada je:
100 . —100 9+1, —-99-1 9 1 -9 -1
X +x +1=x +x +l=x""-x +x x +1=
33 -33
— - 1 1
=(x3) ~x1+(x3) X 1+1=[x3=1}=133-x+1 33-—+1=x+—+1=
X X
11 xZ4lexcxextl uvjet 0
R R = = 2 =—=0.
1 x 1 X X x +x+1=0 X
Odgovor je pod C.
Vjezba 480
Ako je x2+x+1=0izraéunajx34+x_34+1.
Al B. -1 C.0 D.2
Rezultat: C.
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