TRIGONOMETRIJA (m©h)

mjerne jedinice
veli¢inu kuta izrazavamo u
e stupnjevima (°), 1° = 60" (minuta), 1' = 60" (sekundi), 1° = 3600"
¢ radijanima (rad)

definicija radijana

veli¢ina kuta je 1 rad ako je duljina pridruzenog luka jednaka duljini
1 rad polumjera kruZnice
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veza stupnjeva i radijana

180°
T

180° =7 rad = lozl rad = o' = ‘Ot(md)

veza radijana i stupnjeva
180°
7 rad =180° = 1 rad =
T

definicija trigonometrijskih funkcija na pravokutnom trokutu

~57°17'45" = a(rad) :%-0{0

0()

sinus
b sinus §iljastog kuta je kvocijent nasuprotne katete i hipotenuze
. b
sin f=—
c
kosinus
b kosinus Siljastog kuta je kvocijent prileZece katete i hipotenuze
a
cosf=—
c
tangens

tangens Siljastog kuta je kvocijent nasuprotne i prileZece katete

b
1gf=—
a

kotangens

kotangens Siljastog kuta je kvocijent prilezece i nasuprotne katete
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definicije trigonometrijskih funkcija na trigonometrijskoj (jedini¢noj, brojevnoj) kruznici

sinus i kosinus
y 1. kvadrant 2. kvadrant y
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tangens i kotangens
1. kvadrant 2. kvadrant
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3. kvadrant 4. kvadrant

funkcije i kofunkcije
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sinx , cos(900—x)=sinx
tg(%—x}zctgx , tg(900—x)=ctgx

ctg(%—sztgx , ctg(900—x)=tgx



periodi¢nost funkcija

sin(@+k-360") =sin & , sin(a+k-27)=sin &
cos(a+k-360")=cos & , cos(a+k-27)=cos a
tg(a+k-180°)=1g a , 1g(a+k-7)=1g
ctg(a+k-1800):ctg a, cg(a+k-m)=cig

svodenje na prvi kvadrant
e iz drugogu prvi

sin (180" — &) =sin « , sin(7-a)=sin &
cos (180" —a)=—cos & , cos(7—a)=—cos a
tg(1800—0():—tg a ., tg(ﬂ'—a):—tg a
ctg(1800—0{):—ctg a ., clg (ﬁ—a):—ctg a

e iz trefeg u prvi
sin (180" +a)=—sin & , sin(7+a)=—sin «
cos (180" +a)=—cos & , cos(7+a)=—cos &
1g(180°+a)=1g a , 1g(7+a)=13.a
ctg(1800+0():ctg a, ctg(7z'+0{):ctg a

e iz Cetvrtog u prvi
sin (360° — @) = —sin s, '8in (27— @) =—sin &
cos (360" —a)=cos' @ , cos(27—a)=cos &
1g(360'—a)=-13 a , 1g(2m-0)=—1g
clg(360°—a)=—ctg a,cag(2r—a)=—ctg a

(ne)parnost
sin(—a)=—sin & , cos(—a)=cos @ , 1g(-a)=—1g @ , ctg(-a)=—ctg &

vrijednosti trigonometrijskih funkcija za neke kutove

o |oiioe | Zaizoe | Ziase | Ziieoe | Zilioo°
6 4 3 2
1
sin o 0 — Q ﬁ 1
2 2 2
1
CcoSs o 1 ﬁ ﬂ — 0
2 2 2
3
tg a 0 £ 1 3 Too
3 3
ctg a too \/3 1 ﬁ 0
3




osnovni trigonometrijski identiteti

2 .2 sin cos &
cos“a+sin“a=1, tga= , clga = , tga-ctga=1

cos o sin &
1
1+tg20(= 5 1+ctg2a=
cos” o sin” o
predznaci trigonometrijskih funkcija
kvadrant sin | cos | tg | ctg
I 0°-90° + + + +
II. 90° — 180° + — — —
111 180° —270° | - - + +
IV. 270°-360° | - + — —

izracunavanje jedne trigonometrijske funkcije pomocu ostalih

[ g 1
sina =% 1—cos2 = g

w1418l a i w1+ cgla

[ 1 tg o
cosa == 1—sin2a= i1

i\/1+tg2a \ J_r\/1+ctg2a

sin & i«/ 1—0052 o 1

i\/l—sin a cosx ciga
/ .2
v/ 1-sin“a cos 1
ctga: - = =
Sin &8 i\/l—cosza g

funkcije zbroja i razlike
=sin-cos f+cosa-sin S
=sina-cos f—cosa-sin S

B
B
cos(a+ f)=cosa-cos f—sina-sin f
(a-p)

cos(a—f)=cosa-cos f+sina-sin [
tga+t
tg(a+pf)="82"18F L
l-tga-tg
1ga—tg
(o) 8815
+iga-tg
tga-ctg p—1
ctg(0!+,6):—c‘g ctg b
ctga+ctg
ctga-ctg f+1
cig (- p) =L BY
ctga—ctg B

sin(a+ f+y)=sina-cos f-cos y+cosa-sin B-cos y+cosa-cos f-sin y—sina-sin B-siny

cos(a+ B+ y)=cosa-cos -cos y—sina-sin f-cos y—sin-cos B-sin y—cos@-sin B-siny



funkcije viSestrukih kutova
sin2a=2-sina-cosa , cos2a =cos’ @—sin*a=2-cos’a—1=1-2-sin*«

ctg’ a—1
I-tg" Ctgza:Zg-cW
sin3a=3-sina@—4-sin’ @ , cos3a=4-cos’ @—3-cosa
cg’a-3-ctga
3-ctg’ -1

3tga—tg’ o

tg3o=
& 1-3-18°«

, ctgl3o =

funkcije polukutova

. . a a ,x .,
sin@ =2-sin—-cos— , COS =c0s" ——sin" —
2 2
a a
2-1g— ctg’ ——1
tga:—2 , cIga =
1-tg* — 2-ctgg
2 2

. (04 o
l—cosa:2‘smzz , 1+cosa:2-coszz

1-cosa ,a l4+cosa tza
—_— = —_ _ = —_

_tg ’ g

l+cosax 2  l-cosa 2

l1-cosax sin a l+cosa sin @ a
. = =g, 3 = =clg—
sin & l+cosax 2 sin @ l-cosa 2

formule pretvorbe
sina-sin,Bz%-[cos(a—ﬂ)—cos(OHﬂ)] , cosa'-cos,Bzé-[cos(a—ﬁ)+cos(a+ﬁ)]

sina-cosﬁZ%-[Sin(a—ﬁ)"'sm(a""ﬂ)]

1ga+t 1g X+t tox+ct
toa-tg f=—80F 8B g p=BATRE g g REE RS
ctga+ctg tga+tg B tg f+ctgax

. . . a+ a-— . . a+B . a-
sina+sin f=2-sin 'B-cos P , sin@—sin f=2-cos ’B-sm p

2 2 2 2
a+,6_cosa—ﬁ a+ﬂ'sina—,6

cosa+cos f=2-cos , cosa—cos f=-2-sin

2
cosa+smma = 2‘COS(Z—0{j , CoOS¥—sina = 2.Sm(z_aj
sina—cosa:ﬁ-sin(a—%j

sin(a + sin(a— sin(a+
tga+tgﬂ=(—’3) , tga_;gﬁ:M i ctga’+ctg,B:'(—"3)
cosa-cos cosa-cos B sina-sin
sin(p-«a cos(ar— cos(a+
ctga—ctg,B:L ; fga+Clg,B=_(—ﬂ) , ctga—@ﬁ:M
sing-sin sina-cos sina-cos



odnosi izmedu trigonometrijskih funkcija u trokutu (o +  + v = 180°)

) ) ) o
s1n0{+s1n,8+s1n7/=4-cos3-cos§-cosZ
o
cos—+cosﬁ+cosZ=4-cosa+’B-cosa+7-cos’B+7
2 2 2 4 4
tga+tg B+igy=tga-tg f-1gy
a )] /4 a By
ctg—+ctg=+ctg - =ctg—-ctgt-ctg -
g2 g2 g2 g2 g2 g2
univerzalna supstitucija
tgz—t = sinad=—— cos0!—_—t2 tgo=
2 1+72 1+ 89T 1Cp

potencije trigonometrijskih funkcija
.2 1 2 1
sin 0!:3[1—00320{] , COS 0{:5-[1+00520{]
sin3a=i-[3-sinaf—sin3a] , cos3a'=i-[c0s3a+3-cosa]
sin4a:%-[cos4a—4‘0032a+3] , cos4a:%‘[cos40{+4-00520!+3]

sinusoida

graf funkcije sinus, f(x) = sin x, sin : R = [—1, 1]

4, sinusoida na [0, 27]

e nultocke su 0, T, 271

; : : P : i . . w. T
° "\J}/“ ® maksimum je 1 u tocki >

- . w: 3T
* minimum je — 1 u tocki EY

: e temeljna perioda je 2w

y sinusoida na < — o0, + 00 >

® temeljna perioda je 2m
e nultockesu k-7 , ke Z

\ 4
S

o maksimumjelu%+k-27r , keZ

® minimumje—1u —%+k‘2ﬂ' , ke Z

e centralno je simetri¢na s obzirom na ishodiSte



kosinusoida

graf funkcije kosinus, f(x) = cos x, sin : R —>[-1, 1]

" 2g x

tangensoida

kosinusoida na [0, 27]

temeljna perioda je 2w
nultocke su z, 3z
2 2

maksimum je 1 u to¢kama 0, 2n
minimum je — 1 u tocki &

kosinusoida na ( —oo, +oo )

temeljna perioda je 2w
nultocke su §+k-ﬂ' , keZ
maksimumje lu k-27 , ke Z

minimum je—1 7+k-27 , ke Z
kosinusoida je simetri¢na obzirom na y-os

graf funkcije tangens, f(x) =tg x, g : R\ {§+k-7z’ ike Z} —R

A 4

x.
e o o o

. T T
tangensoidana | ——, —
{ 2 2}

temeljna perioda je ©

nultoc¢ka u 0

maksimum i minimum ne postoje
funkcija je rastuca

. . T T
asimptote su pravclt x = _E , X= E

tangensoida na R \ {%+k-7£ tke Z}

temeljna perioda je ©
nultocke su k-7 , ke Z
maksimum i minimum ne postoje

funkcija je rastuca na<—5 +k-7, Py +k- 7Z'>
centralno je simetricna s obzirom na ishodiste

. . T
asimptote su pravci x = B} +k-7w, keZ



kotangensoida
graf funkcije kotangens, f(x) = ctg x, ctg : R\ {k-ﬂ' tke Z} —R

kotangensoida na <0, 7Z'>

e temeljna perioda je

T
¢ nultocka je E

Ieg ¢ maksimum i minimum ne postoje
e funkcija je padajuca
e asimptote su pravci x=0,x ==

kotangensoida na R \ {k T ke Z}

s <y

¢ temeljna perioda je

»
>

T
e nultocke su 5+k-ﬂ' , keZ

maksimum i minimum ne postoje
funkcija je padajuca na <k 27w, T+ k- 27r>

centralno je simetri¢na s obzirom na ishodiste
asimptote su pravci x=k-7 , ke Z

graf funkcije f(x) =a - sin(b - x + ¢)

amplituda je broj | a | , maksimum funkcije je | a | , minimum je — | a |

o . .. 27
periodi¢nost  temeljna perioda je —

|41
c
fazni pomak  sinusoidu pocinjemo crtati u tocki _Z ,
graf funkcije f(x) = a - sin (b - X + ¢) dobivamo translacijom grafa funkcije g(x) = sin (b - x)

trigonometrijska jednadzba trigonometrijska jednadzba
sinx:a,|a|§1 cosx:a,|a|§1

yA

n
Y

x,=0+k-2x , keZ

xX,=ra+k-2x , keZ
x,=fB+k-2r=n-a+k-2w , ke Z ’



trigonometrijska jednadzba trigonometrijska jednadzba

tgx=a, ae R ctgx=a, ae R
y A y a
a
o o
o o >
X X
x=a+k-w , keZ x=a+k-w , keZ

linearne trigonometrijske jednadzZbe homogene s obzirom na sin X i cos x
a-sinx+b-cosx=0, a#0i b#0
postupak rjeSavanja
a-sinx+b-cosx=0/:cox = a-tgx+b=0
kvadratne trigonometrijske jednadZbe homogene s obzirom nasin X i cos x
a-sinx+b-sinx-cosx+c-cos*x=0, az0 i c#0
postupak rjeSavanja
a-sin’ x+b-sinx-cosx+c-cos’ x=07/:cos’ x = a-tg’x+b-tgx+c=0 =
= [r=1gx] = a-*+b-1+c=0
a-sin’ x+b-sinx-cosx+c-cos’x=d, a#0 ili c#0, d#0
postupak rjesavanja
a-sin® x+b-sinx-cosx+c-cos’ x=d = zamjenom d =d -(sin2 x+cos’ )
nakon sredivanja dobije se homogena kvadratna jednadzba
linearna nehomogena s obzirom na sin x i cos x ili projekcijska
a-sinx+b-cosx=c (a, b, ¢ #0)
postupak rjeSavanja
1. inaCica: univerzalna supstitucija

t=t E:> sinx—i cosx—i tgx= 2
£ 1 EXE

2 1+¢%

L. . . b c L sin &
2.1inafica: a-sin x+b-cosx=c /:a = sinX+—-cosx=— = | supstitucija, g a = =
a a cosa

. sin & c . . c
= sinx+ -cosx=—/-cose = sinx-cos@+cosx-sin@=—-cosax =
cos o a a
. c . . . e c
= sin(x+a)=—-cos, osnovna trigonometrijska jednadzba rjesiva za |—-cosar|<1
a a




